ENSA d’Al-Hoceima Année 2019/2020
AP-l, Premiére Année, Semestre 2
Algébre Linéaire, TD3

Solution de la SérieN°3 : Endomorphismes, matrices et inverse d’'une matrice

Exercice 1
Soit f 'endomorphisme de I'espace vectoriebéfini par

fA)=1 et f(i)=j,
olj = el .
1. Démontrer quég est un automorphisme dg

2. Déterminer le complexetel quef(z) = i.
3. Soitf~! I'application réciproque d¢. Ecrire la matrice dg ! relativement a la basfl, i}.

Solution : Soit f 'endomorphisme de I'espace vectoriebéfini par

f)y=1 et f(i)=j,

j2m
153

olj=c¢e
1. Démontrons qug est un automorphisme dg: soitv € C tel quev = x.1 + yi, alors

f)=zf(1)+yf(i) =z1+yed = (x+ycos (%)) + iy sin (%T)

doncf(v) = (x — %y) 11— i@y.
f estinjectif, en effet,

Ker(f):{veE/f(v):OE}:{v:x.l—l—iyeE/ (x_%y>.1_i§y:o}

comme le systémél, i} est libre, alors

(I

y = 0

Ker(f):{x y = 0,

o
wWino

d'ouKer(f) est le sous-espace vectoriel Hel'équation

z = 0
y = 0
finalementKer(f) = {0} est le sous-espace vectoriel nul@ece qui prouve quég est injectif et

commedimg(C) = 2 alors f est bijectif deC dansC, soit f un automorphisme dg.

2. Le{1,i} est une base de, commef est un automorphisme d&alors f implique une base dg& en
une autre base d& d'ou {1, j} est une autre base d@e

3. Déterminons le complexetel quef(z) =i: soitz = .1 + yi un complexe, alors

1 3
f@)=flel4yi)=xf1)+yfQl) = (a: - §y) d1- i\/T—y =i=0.141i
comme le systemél, i} est libre, alors
2y = 1 y BT s

douz = %3 (1 4 2i) estle complexe qui vérifig(z) = i.



4. Soitf~! l'application réciproque d¢. La matrice def ~* relativement a la basd, i) est : I'appli-
cationf est linéaire et bijective alorg~! est linéaire et bijective, et on a

fy=1 < f11)=11+0i
et
1 V3

f(i)=—§+7i = i:—%fﬁl(l)—i—

car f~! est linéaire d& dans lui-méme, donc

i) = % <i+ %f‘1(1)> = ¥ <i+ %1) = ?.1—1— ?i

d’ou la matrice def ~* relativement a la basid, i), notéeM, ;)(f~'), est donnée par

=
=
=
~
L
~—"
I
~~
(e
]
GG

Exercice 2
Soit F' le sous-ensemble d& défini par

F={X=(x,y,2) R’ | o —y+2:=0}
1. Montrer queF” est un sous-espace vectorielkie

2. Déterminer une base de

3. Montrer queR? = F @ G ou G est le sous-espace vectoriel Bé engendré par le vecteur =
(2,1,1).

Solution : Soit F' le sous-ensemble @& défini par
F={X=(2,y4,2)€R® /| s +y—22=0}

1. Montrons que~ est un sous-espace vectorielRfe: en effet,
(@) F # 0 carOgs = (0,0,0) € Fpuisqued +0—2x0=(1+1-2)0=0x0=0.

(b) F est stable par I'addition (loi interne @) : en effet, soient = (x,vy,z) etY = (z',¢',2')
deux éléments dars, alors

r+y—22=0 et 2’ +y —22'=0
par I'addition des deux équations, il vient
rty—2z+2'+y' —-22'=0 & (z+2)+@w+y)-2(z+2) =0 car(R,+) est abélien

doncX +Y = (z+ 2,y + v, 2+ 2') satisfait 'équation dé"; d'ou X + Y € F.

(c) F est stable par la multiplication (loi externe &) : en effet, soienX = (z,y, z) un élément
dansF et € R, alors
r4+y—22=0

par la multiplication de I'équation fois, il vient
Mer+y—22)=0 < (Az)+(\y)—20M\2)=0

doncAX = (Az, Ay, Az) satisfait I'équation dé"; d'ou A X € F.
D’apres(a), (b) et(c) on obtientF’ est un sous-espace vectorielRfe



2. Déterminons une base de&: en effet, soitX = (z,y, z) alors les composantés, y, z) de X sont
caractérisées par I'équation

r+y—2z2=0 & y=-x+2z

donCX = (xay7z) = (]}, —Z + 22,2) = (]}, —.13,0) + (072Z7Z) = .13(1, _170) + y(0527 1) =
vy + yvg 0Uvy = (1,—1,0) etvg = (0,2,1); d’'ou le systémevy; v2 } engendrer.
le systéemdv;;ve} est libre, en effet, soient et 3 tels quex vy + S v = Ogs, alors

avi+ Buy =a(1,-1,0) + 5(0,2,1) = (o, —r + 23, 8) = (0,0,0)

donca = 8 = 0; d’'ou le systemdgvy; v} engendrer et il est libre ; ce qui montre que le systeme
{v1;v2} oUvy = (1,-1,0) etvy, = (0,2,1) est une base dE.

3. Montrons queR® = F & G ou G est le sous-espace vectoriel B& engendré par le vecteur =
(2,1,1) : en effet, si le sous-espace vectoriel @esngendré par le vectewr = (2,1,1) est un
supplémentaire d& dansR?, alors le systémév;;v2} U {u} serait une base de?;
donc il suffit de montrer que le systérfie;; vo; u} est une base daiis ;
commedim(R?) = 3, alors il suffit de montrer que le systénfie;; vo; u} est libre danR3. Pour
cela, soienty, 5 ety des réels tels que vy + 8 vs +~u = (0,0,0); montrons quex = 8 = v = 0.
Ona

avi+pra+yu=a(l,-1,0)+3(0,2,1) +v(2,1,1) = (a+27y, —a+28+7, 8+7) = (0,0,0)

ce qui implique

a+2y=0 o =2y o =2y
—a+28+~v=0 = B=—x = B=—v
B+v=0 2y —2y4+~7=0 N =

donca = 3 = v = 0; ce qui montre que le systénfe;; vo; u} est libre dank? ; d’ou le systéme
{v1;v;u} est une base d&* ; ce qui prouve qu&® = F @ G ou G est le sous-espace vectoriel de
R?® engendré par le vecteur= (2,1, 1).
Remarque : F est un plan d&R® engendré par le systéme;;v,} oliv; = (1,—1,0) etvy =
(0,2,1) etG est une droite vectorielle engendrée par le vectesr (2,1, 1).
U
Exercice 3
Soit E un espace vectoriel de dimension Z#&t) une base dé&. Soit f etg deux endomorphismes dg
dont les matrices dans la bage;j) sont respectivement :

1 2 5 6
o (12) w2 )
Soit(z,y) € R.

1. Montrer quef et g sont inversibles (ou bijectifs), puis trouver les matridesf ~! et g~ ! dans la
base(i, j).
2. Déterminer dans la basg j) les matrices des endomorphismes suivants :

(z.f —y.9); @2.f—zidg); (—f+mg); (z.f+7y.g).
3. Trouver des relations entieety pour que les endomorphismes
(@.f—yg) Q2f-wide); (=f+mg); (z.f+7y.g)

soient inversibles.



Solution : Soit E un espace vectoriel de dimension 2&tj) une base dé. Soit f et g deux endomor-
phismes de&& dont les matrices dans la bagej) sont respectivement :

1 2 5 6
(1) w29

1. — Montrons quef etg sont inversibles : on a = M ;(f) = (

Soit(z,y) € R.

1 2 N

4 5), alors f est bijectif si et
seulement s est inversible, soiflet(A) # 0. On a

det(A)zdet(1 2):1><5—2><4:5_8:_37g0

4 5

doncA estinversible, d’olf est bijectif.
Ded méme, on 8B = M, (9) = <‘;’ g) alors g est inversible si et seulement Bi est
inversible, soidet(B) # 0. On a

5 6

det(B) = det <7 3

>:8><5—6><7:40—42:—27é0

doncB est inversible, d'oy est bijectif.
— Les matrices d¢ ! etg—! dans la baséi, j) : ona

_ (1 2 f@) = li+4j i = fH1li+4.9)
A_M“J)(f)_(zx 5) < { fG) = 2i+54 {j = F (2 +5.),
donc
{z‘ = [0 +4770)
jo= 2f7) +5710),
d'ou
{fl(z) = —§it3i
fﬁl(j) = %2_%;7.7
finalement,

De méme, on a

B:M(m)(g):(f) 6) o { g(z:; i 5:z:+7.j o {z i 5*1(5.2'—#7.]')

7 8 g(j) = 6.0+8.7, j = g 46.i+8.),
donc
{ = 597'(1)+ 7971
j o= 6g7(i)+8g71(j),
d’ou
{g‘l(i) = —4dit3j
1/ - 3 57
9= () i~ 57,
finalement,



2. Déterminons les matrices des endomorphismes suivants :
(@.f—yg9); @Qf—widp); (=f+mg); (z.f+7y.g)
relativement la basg, j) :

B _ N B N _ (1 2y (5 6\ _ (x—-5y 2z-—06y
M (@ f —y.9) = M 5 (f) yM(%J)(g)_x<4 5> y(7 8)_<4x—7y 5x—8y>

) ) 1 2 10 2z 4
M, j)(2.f —w.idp) = 2M;,5)(f) —aM 5 (idg) = 2 <4 5) - <0 1> = < 8 10— x>
1 2 5 6 —1+457 —2+67
M (= f+m.9) = =M 5(f)+7M 5 (9) = — (4 5> + (7 8) - <—4 + 77 -5+ 87r>

N _ N N (1 2 5 6\ _ (xz+5my 2x+6my
3. Lesrelations entre ety pour que les endomorphismes
(@.f—yg) Q2f-wide); (=f+mg); (2.f+7y.g)

soient inversibles :
— I'endomorphisméz. f — y.g) est bijectif si la matricé\/(; ;) (z.f — y.g) estinversible, soit

det(M; jy(x.f —y.9)) #0

or

det(M(i,j) (IEf - yg)) Ay — 7y 5r — 8y

= (z —5y)(5z — 8y) — (2z — 6y)(4x — Ty)
= 322+ bay — 2°

det(x—f)y 2x—6y>

dol (z.f — y.g) est bijectif si—3z2 + 5zy — 2y* # 0.
— I'endomorphismé2. f — x.idg) est bijectif si la matricé\/(; ;)(2.f — z.idg) est inversible, soit

det(M(i’j) (2.f —x.idg)) #0
or
. 2 - 4
det(M; 3y(2.f — x.idg)) = det ( 3 v 10— x)

= (2-2)10—2)—4x8
= 22122 —12

d'ou (2.f — z.idg) est bijectif siz? — 122 — 12 # 0.
— I'endomorphismé—f + m.g) est bijectif si la matricé\/(; ;) (—f + 7.g) estinversible, soit

det(M; ) (—f +m.g)) # 0

or

. —1457 —2+67
det(Mijy(=f +7m.g)) = det (—4 +Tr b+ 87r>
= (—14+5m)(—=5+8m) — (=2 +6m)(—4+ 7n)

272 + 51— 3

d'oll (—f + 7.g) est bijectif car—272 + 57 — 3 # 0.



— I'endomorphisméz. f + my.g) est bijectif si la matricél/(; ;) (z.f + 7y.g) estinversible, soit

det(M; 5 (2. f +my.g)) # 0
or

T+ 571y 2z + 67y
det(M(i,j)(x~f+7Ty~g)) = (4a:+77ry 5.23—|—87Ty>

= (z+5my)(bz + 8ny) — (2z + 67y)(dx + Try)

—32% — by — 2m2y?

d’ou (x.f + my.g) est bijectif si—3x2 — bray — 272y? # 0.

Exercice 4
Soit E un espace vectoriel gtun endomorphisme dE tel que f? soit I'endomorphisme nul.

1. Calculer(idg — f) o (idg + f).

2. Endéduire quéidr — f) et (idg + f) sont bijectifs. Quels sont les endomorphisriigls; — f) !
et(idg + f)~"

3. Vérifier les résultats précédents lorsque I'espace viettd' est de dimension 2 et lorsquyeest
'endomorphisme dé& dont la matrice dans une ba@e;) fixée deF est:

(a)A:(? 8)
(b)A=<8 é)
(c)A:(é :%)

Solution : Soit £ un espace vectoriel gtun endomorphisme dE tel quef? soit I'endomorphisme nul.
1. Calculondidg — f) o (idg + f) : soitz € E,ona

(idg — f)o(idp + f)(z) = idgoidg(z)+idgo f(z)— foidp(z)— fo f(z)
z— f(z)+ f(z) = f*(2)

z+(1-1)f(z)+0g

= ldE(J?)

donc(idg — f) o (idg + f)(x) = idg(z) pour toutr € E,

d'ou (idg — f) o (idg + f) = idg est 'endomorphisme identique d&

2. — D’apréslaquestioh, ona(idg — f)o(idg + f) = idg etde méme on@dg + f)o (idg — f) =
idg, ce qui montreidy — f) et(idg + f) sont bijectifs.

— les endomorphismé#ir — )"t et(idg+ f) ! sont(idg — f) ™! = (idp+ f) et(idg + f) ! =
(idg—f),car(idg — f)o(idg+ f)(x) = idp(z) = xet(idg+ [)o (idg — f)(z) = idg(x) =z
pour toutz € E, soit(idg + f)(z) = (idg — f)"1(x) et(idg — f)(z) = (idg + f)~*(x) pour
toutz € E.

3. SoitE I'espace vectoriel de dimension 2 gtest I'endomorphisme d& dont la matrice dans une
base(i, j) fixée deE est :

(@ A= My ;) (f) = <(1) 8), alors

{f(i) = Oi+lj=j {(idE—f)(w = i
FG) = 0i+0j=0g, (ide = N(G) = J



et
{ (ide + f)(4)

i+
(ide + f)(5) '

J

Ona

(idp — f) o (ide + f)(i) = (idg — f)(i+j) =i+ f(O) = f(i) =i+j—J—O0p=i

(idg — f)o (ideg + [)(j) = (idp — [)(j) = ids(j) — f(j) =Jj — 0 =],
donc pour touv = xi +yj € Fona
(idp—f)o(idp+[)(v) = 2(idp—[)o(idp+[)(i)+y(ide—f)o(idp+f)(j) = wityj = v = idp(v)
d'ou (idg — f) o (idg + f) = idg. De plus, on a
M 5 ((idp — n7hH= M j((idg + f)) = <1 (1))

et
M (Gide +9)7) = Moy (Gt — ) = (7))

®) 4=y = g g)slors

{f(i) = 0i+0j=0p {(idE—f)(i) =
fG) = 1i+0j=4i, (ide — )(4) = —i+J,
et

{ (idg + f)(i) = 1
Ona

(idg — f) o (idp + f)(i) = (idg — f)(i) =i — f(i) =i - 0p =i

(idp — f)o (idp + [)(j) = (idp — f)(i+j) =i+j— f() = f() =i+j—i=]
donc pour touv = xi +yj € Fona
(idp—[)o(idp+[)(v) = 2(idp—f)o(idp+[)(i)+y(ide—f)o(idp+f)(j) = vityj = v = idp(v)
d'ou (idg — f) o (idg + f) = idg. De plus, on a
M 5 ((idp — Hnh= M ((idg + f)) = <(1) 1)

et
M j((idg + f)™1) = M 5 ((ide — f)) = <é _11)

_1
() A= My ;) (f) = (é _i), alors

fG@) = li+2j (idg — [)(i) = —2i
et
{(idE-i-f)(i) = 242§
(ide + f)(G) = —3i,

7



Ona

(tdp — f)o (idp + f)(i) = (idp— f)(20+2j) =20 +j) — 2f(1) — 2/ ()
= 2(i+j—i—2j+%z’+j)

(idp — f)o(ide + f)(j) = (idp—f)(=5i) = —5i+ 5f()

donc pour touv = xi +yj € Eona

(tdp—f)o(idp+[)(v) = x(idp—[f)o(idp+f)(i)+y(ide—f)o(idp+f)(j) = zityj = v =idp(v)

d'ou (idg — f) o (idg + f) = idg. De plus, on a

M gy ((ide = £)71) = M 5 ((idp + ) = @ _05)

et
. — . -2 1
Mo ((ide + ) = Moy (G~ 1) = (7 3)
O
Exercice 5
On note pap la matrice nulle ef = (é (1)) la matrice identité d’ordrea SoitA = <$ g) € M2 (R)
telle que
a+d =-1
ad — ﬁ’Y = _27

On désigne = < I, A > I'espace engendré par les matridest A.

1. Quelle est la dimension dg?.

2. Vérifier que:

A= —-A+21
En déduire qued est inversible et quel—! € E.
3. Montrer queE est un sous-anneau des(R).
4. Onprendv= -1, =2,v=1etd =0.
(a) Vérifier que la relation A2 = —A + 2.1, est satisfaite.

(b) Préciser le noyau et 'image des endomorphismes: deR? dont les matrices dans la base
naturelle sont respectivement :
A et A+2.1.

0) la matrice identité d’ordre8. Soit A = <$ ﬁ) IS

Solution : Soit O la matrice nulle el = (1 5

0 1
M5 (R) telle que

a+d =-1
OZ(S—B’Y :_27

Désignons pall = < I, A > I'espace engendré par les matridest A.

1. Ladimension dé’ est 2 :
en effet,F est engendré par le systemk A} qui est de cardinal 2, saiim(E) = card{l, A} = 2.



2. — Vérifions qued? = —A + 2.1 : en effet,

gz (e B\ (o B\  [(a?+By Bla+d)) [(a?+ad+2 -
“\y §)\y ) \ya+d) P+py) —y 2 +ad+2

cara+ 6 = —1etad + 2 = Sy donc

_(a*+ad - 1 0\ _ [ala+9d) - 10
ﬁ_( . ﬁ+ag+2@ J‘( —y 5@+@>+2Q J

T S EET ) B G PRI

cestadire qued®? = —A + 27
— La matriceA est inversible et quel~! € E : on vient de montrer quel> = —A + 21, alors
A%+ A=2I,doncA(A+1)=(A+1I)A=2I,douA estinversible, de plus on a

141:;A+D:%{@f§»+6 3}:%<¢$15EJ

d'ou A~! = 11+ 1A, ce quiprouve quel~! € E.
3. Montrons quéX est un sous-anneau g, (R) :
i) E # ( car la matrice nulle

(0 0) _ 1 0 a B\
O—(O 0)—0><(0 1)4—0><(7 6)_OXI+OXA

est une combinaison linéaire unique dans le systeme généfdt A} de .

ii) Soit U etV deux éléments d&, alorsU = al + bA etV = o'l + b’ A sont des combinaisons
linéaires unique, don@ — V = (a — a’)I + (b — b’) A est une combinaison linéaire unique de
U—Vdansk,douU —V € E.

i) Soit U etV deux éléments d&, alorsU = al + bA etV = o'l + b’ A sont des combinaisons
linéaires unique, donc

’

d’ou

UV = (al +bA)(d'I+ ' A) = ad'I + (ab’ + ba') A + bb' A?
or A2 = —A + 21, alors
UV =ad'l + (ab' +ba’)A + bb'(—A + 2I) = (aa’ + 2)I + (ab’ + ba’ — 1)A.

On pose: = aa’ + 2 etd = ab’ + ba’ — 1, alorsUV = cI + dA est une combinaison linéaire
unique de/V dans le systéme génératdut A} de F,d'ouUV € FE
d'apresi), ii) etiii) est un sous-anneau a5 (R).
4. Onprendv=—1,8=2,v=1etd =0.

(a) Vérifions que la relatiom? = —A + 2.1 est satisfaite :ona +6 = -1 +0 = —1 et
ad—Py=-1x0—-2x1=0-2= —2,donc les paramétres= —1, 5 =2,y = 1 et
0 = 0 vérifient bien les relation atds =-1 .D'ou
a5 - ﬁ’Y = _27

A_l_l a+1 ﬁ _ 0
T2\ v d+1) \3

D= =
N~



(b) Précisons les noyaux et les images des endomorphisetes de R? dont les matrices dans la
base naturelle sont respectivemedt: et A-+2.1,ona

-2 1 2
A= M(61,62)(§0) = < 1 0) et A+21 = M(ehw)(w) — (1 2)
alors
oler) = —ei+en ot bler) = e1+es
plea) = 2eq, Ples) = 2(e; + e2),

Soitv € R?, alorsv = ze; + yeo, donc
p(v) = zp(e1) +yp(ez2) = z(—e1 + €2) + 2yer = (—z 4 2y)er + zey,
et
() = xp(er) + yy(e2) = x(er + e2) + 2y(er + e2) = (x + 2y)er + (z + 2y)es.
— Le noyauKer(p) est défini par
Ker(p) = {v € R? / o(v) = Ops}

soitKer(y) : (—z + 2y)e1 + xea = Orz, €t comme le systémie,, e2 } est libre, alors

—zx+2y = 0
Ker(yp) : { il - 0
d’'ou Ker(y) : { Zj : 8 , C'est a dire quéer(y) = {Og2}.

Le noyauKer(yp) = {Og:} est le sous-espace vectoriel nul, alprsst injectif, et comm&?
est de dimension finie, alogsest bijectif, ce qui montre quien () = ¢(R?) = R2.
— Le noyauKer(1)) est défini par

Ker(y) = {v € R* /9 (v) = Oe}
soitKer(¢) : (x + 2y)e; + (x + 2y)es = Orz, €t comme le systemig;, e} est libre, alors

) z+2y = 0
Ker(¢) ’ { $+2y = O,

d'ou Ker(¢p) : x + 2y = 0, c’est a dire queéKer(t)) est la droite vectorielle d’équation
x4+ 2y =0.

Le noyauKer(v) est le sous-espace vectoriel de dimension 1, alorest pas injectif, donc
1) n'est pas surjectif, d’ow n’est pas bijectif.

LimageIm(y) dewy est

Im(y) = {(z + 2y)er + (¢ + 2y)ea / (z,y) € R*} = {(x + 2y)(e1 + €2) / (z,y) € R*}
d'ou
Im(¢y) = $(R?) = {ou /@ € R}

olu = e; + ey, ce qui prouve quém(vy) est la droite vectorielle de vecteur directeur
u=e; + es.

([l
Exercice 6
On considére darB le systéme suivant :
I+id)z+(1+2i)y =1+5i (6.1)
B-iz+(@d—-21)y =2-1i '

d’'inconnus complexes ety. On poseX = (i)

10



1. Montrer qu’on peut écrire le systéme (6.1) sous la forneaste :

AX =D

ou A est une matrice da1,(C) a déterminer el = (1;_51'1)

2. Montrer que la matricé est inversible, puis trouver son inverde!.
3. EcrireX = A~ 'b et calculerz ety.

Solution : Soitx ety les inconnus du systeme (6.2). On poSe= (i)

1. Montrons qu’on peut écrire le systéme (6.2) sous la fadn€ = b, en effet
I+i)z+(1+2i)y =1+5i - 1+1 14214\ ()  (1+5i
B-iz+(@4-21iy =2-i 3—i 4-2i)\y)  \ 2-i

. \ oo (14 1424 _ (1+5i )
d'ou le systemed X = bou A = <3—i 4—2.i> € My(C) etb = < 2_1) e C-.
2. — Montrons que la matricé est inversible : on a

det(A) = (14+1)(4 —24) — (1 +2.0)(3—i)=1-3i#0

doncA estinversible, d’'otd ! l'inverse deA existe et il est unique.

— Trouvons linverseA=! de A : A~! = ﬁ(Com(A))T ou Com(A) est la comatrice del.
(§]
Ona ( )
4—-24i —(3—1i
Com(4) = (-(1+2.1) 1+i )
alors

R 4-21 —(1+20)) _ L+i %1—%1'
1—31 _(3_1) ].+1 _3_31 -3 gl

on peut vérifier aisement qué ' A = AA™! = L.

3. Calculonse ety :ona
AX=b & X=A"1

1: : 5 9:

_ 1+1 5—51 1+51 _ -3 gl

—3 _ 4y 124 2 _i 1T 244

5 5 5 5 5 5
AN e — 5 9: __ 17 24
dOUx——§+§le —?—?1
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